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ABSTRAK

Pada penelitian ini akan ditunjukkan beberapa karakteristik dari gelanggang Artin seperti ideal
prima, ideal maksimal, homomorfisma dan gelanggang faktor pada gelanggang artin. Hasil utama
yang didapatkan dalam penelitian ini adalah jika R gelanggang Artin maka setiap ideal prima dari
R adalah maksimal, kemudian jika R merupakan gelanggang Artin maka S juga merupakan
gelanggang Artin, dan yang terakhir jika I dan R/I merupakan gelanggang Artin maka R
merupakan gelanggang Artin.

Kata Kunci: gelanggang Artin, ideal prima, ideal maksimal, homomorfisma, gelanggang faktor.

ABSTRACT

In this study, we will show some characteristics of the Artin ring, such as the prime ideal, maximum
ideal, homomorphism, and factor ring in the Artin ring. The main results obtained in this study are
if R is an Artin ving then every prime ideal of R is maximal, then if R is an Artinian ring S is also
an Artin ring, and last, if I and R /I are Artin ring then R is an Artinian ring.
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1. PENDAHULUAN

Dalam teori gelanggang, terdapat dual gelanggang yang cukup menarik dikarenakan
keduanya digunakan untuk menggambarkan konsep simetri fisik dalam ilmu fisika, yakni
gelanggang Artin dan gelanggang Noether. Dengan kedua gelanggang ini, analisis simetri fisik
bisa dilakukan dengan mudah (Wardhana et al., 2024).

Gelanggang Artin adalah konsep dalam matematika yang dikemukakan oleh
matematikawan Jerman Emil Artin pada tahun 1927. Gelanggang Artin adalah suatu ruang yang
digunakan untuk menganalisis simetri dalam konstruksi aljabar (Juliana et al., 2020). Ia
merupakan generalisasi dari konsep gelanggang polynomial yang digunakan dalam teori Galois
(Alfian et al., 2022). Gelanggang Artin digunakan dalam teori Galois algebraic, di mana ia
digunakan untuk menganalisis simetri dari polinomial yang memiliki akar-akar yang tidak
rasional . Gelanggang Artin juga digunakan dalam teori represenatasi grup, di mana ia
digunakan untuk menganalisis simetri dari suatu grup yang memiliki aksi pada suatu ruang
vektor (Wardhana, 2022).

Gelanggang Artin memiliki beberapa karakteristik yang terbentuk dari ideal-idealnya,
seperti ideal prima dan ideal maksimal (Wardhana & Maulana, 2021). Hal yang menarik untuk
dilakukan penelitian tentang hubungan dari ideal prima dan ideal maksimal. Setiap ideal prima
pasti merupakan ideal maksimal pada gelanggang Artin (Hijriati et al., 2018). Ada juga
karakteristik dari gelanggang Artin seperti dalam homomorfisma gelanggang Artin yang
bersifat epimorfisma juga menghasilkan pemetaan gelanggang Artin (Maulana et al., 2018).
pada paper ini akan dibahas beberapa sifat-sifat dari gelanggang Artin dengan menggunkaan
beberapa definisi dan teorema sehingga ditemukan sifat-sifat dari gelanggang Artin. (Hijriati et
al., 2018)

2. METODE

Pada penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur dan studi pustaka dengan
mencari refrensi yang berkaitan dengan gelanggang Artin, ideal prima, ideal maksimal,
homomorfisma dan gelanggang faktor serta istilah-istilah lain yang berkaitan dengan penelitian
ini. Kemudian literatur dan pustaka yang dimaksud diantaranya seperti jurnal, buku dan sumber
lainya. Selanjutnya penulis menggunakan definisi, teorema dan hal penting lainnya untuk
menganalisis pola yang dikontruksi menjadi sebuah konjektur yang jika terbukti akan menjadi
sebuah teorema.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Apabila semua ideal dari suatu gelanggang dikumpulkan, dengan relasi subhimpunan,
kumpulan ini membentuk suatu himpunan terurut parsial. Akibatnya senantiasa bisa dibentuk
suatu barisan ideal, baik berupa barisan ideal turun maupun barisan ideal naik. Apabila barisan
ideal dari suatu gelanggang membentuk suatu rantai turun dan stasioner, gelanggang ini
dinamakan gelanggang Artin (Fitriani et al., 2021).
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Definisi 1.1 Suatu gelanggang dikatakan memenuhi syarat rantai turun untuk ideal jika untuk
sebarang rantai turun ideal-ideal di R, terdapat bilangan bulat positif k sedemikian sehingga
rantai tersebut stasioner, yaitu

L2 L2322 [ =1 ="
Gelanggang yang memenuhi syarat rantai turun dinamakan gelanggang Artin.

Sebagai contoh, bilangan prima p bersama himpunan Z(p®) = {;Ln EQ |0<ac<

p™,n € N} didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian pada Z(p™), yaitu x+y «
(a+b) mod 1 dan a.b ¥ 0, wuntuk setiap a,b € Z(p®). Dapat ditunjukkan bahwa
(Z(p*), +,.) merupakan gelanggang komutatif yang tidak mempunyai elemen satuan. Dengan
memperhatikan operasi perkalian yang didefinisikan pada himpunan Z(p®), setiap subgrup
dari (Z(p),+ ) merupakan ideal. Diambil sebarang ideal non-trivial di Z(p*) . Misalkan k
adalah bilangan bulat positif terkecil yang memenuhi % ¢ [ untuk suatu bilangan bulat g

a
pk—l

dengan 0 < q < p*. Jika p|q maka ¢ I untuk suatu bilangan bulat , 0 < a < p*71,

yang merupakan kontradiksi dengan pemilihan k. Oleh karena itu, gcd (p,q) = 1. Selanjutnya,
k—1_
J =10, pk1_1 ,pkz_l e ppk_11 } merupakan himpunan bagian di I. Akan ditunjukkan bahwa

I < ]. Perhatikan bilangan rasional pr—n dengan ged(p,r) = 1dan n > k. Misalkan an €l

Karena gcd(p,r) = 1, terdapat bilangan bulat x dan y sedemikian sehingga rx + py = 1.

.oxr _ (xpvRr py y
Kemudian — = ———— dan —= =
pk pn pk pk—l

Keduanya berada di dalam I. Akibatnya , ﬁ =

xr;ky Pel yang merupakan kontradiksi dengan pemilihan k. Jadi ,himpunan I =] yang

selanjutnya dilambangkan dengan I,,. Jelas bahwa untuk sebarang bilangan bulat positif k ,
himpunan [, merupakan ideal di Z(p*) dan terbentuk rantai naik berikut {0} c I, c I, C
I; -+ c [, c - yang tidak stasioner. Namun, karena setiap ideal utama merupakan ideal
dengan elemen berhingga, setiap rantai turun yang terjadi pastilah stasioner. Jadi, Z(p*)
merupakan gelanggang Artin.

Definisi 1.2 Suatu ideal I # R pada sebuah gelanggang komutatif R disebut ideal prima jika
ab € I berimplikasia € [ atau b € [ untuk a,b € R.

Teorema 1.1 Diberikan gelanggang komutatif R dengan elemen satuan 1, dan ideal sejati P
di R. Ideal P merupakan ideal prima di R jika dan hanya jika R /P merupakan daerah integral.
Bukti: Diketahui P ideal prima di R. Karena R adalah gelanggang komutatif dengan elemen
satuan , berakibat R /P juga merupakan gelanggang komutatif dengan elemen satuan. Tinggal
ditunjukkan R/P tidak memuat pembagi nol. Karena P # R, berakibat R/P # {0p + P}.
Selanjutnya diperoleh bahwa elemen satuan 1 + P di R/P berbeda dengan elemen nol Oy + P
di R/P. Diambil sebarang a + P,b + P € R/P sedemikian sehingga (a + P)(b + P) = 0x +
P.Karena (a + P)(b + P) = 0z + P, diperoleh ab + P = 0y + P yang ekuvalen dengan ab €
P. Mengingat P adalah ideal prima, berakibat a € P atau b € P, hal tersebut ekuvalen dengan
mengatakana + P = Oz + Pataub + P = Op + P ataub + P = Og + P. Oleh karena itu, R/P
tidak memuat pembagi nol. Jadi terbukti bahwa R /P merupakan daerah integral.

Sebaliknya, diketahui R/P adalah daerah integral. Diambil sebarang a,b € R sedemikian

sehingga ab € P.Karena ab € P diperoleh O + P = ab + P = (a + P)(b + P). Karena R/P
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merupakan daerah integral, a + P = Og + P atau b + P = Oy + P yang ekuivalen dengan a €
P atau b € P. Jadi, P merupakan ideal prima m.

Teorema 1.2. Diberikan sebarang gelanggang R. Jika R tidak memuat pembagi nol maka
hukum kanselasi berlaku di gelanggang R, yaitu untuk setiap a,b,c € R, a # O, ab = ac
berakibat b = ¢ (hukum kanselasi kiri) dan ba = ca berakibat b = ¢ (hukum kanselasi kanan).
Jika hukum kanselasi kiri atau kanan berlaku di R maka R tidak memuat pembagi nol.
Bukti: Diketahui R tidak memuat pembagi nol. Diambil sebarang ,b,c € R, a # Op,
sedemikian sehingga ab = ac. Karena ab = ac, diperoleh ab — ac = 0p dan berdasarkan
sifat distributive diperoleh a(b — ¢) = 0. Mengingat R tidak memuat pembagi nol dan a #
0g, berakibat b — ¢ = 0y sehingga diperoleh b = c. Jadi hukum kanselasi kiri berlaku. Untuk
membuktikan keberlakuan kanselasi kanan dapat menggunakan cara yang sama.

Misal diketahui hukum kanselasi kiri atau kanan berlaku di R. Akan dibuktikan bahwa R
tidak memuat pembagi nol. Misalkan hukum kanselasi kiri berlaku. Diambil sebarang x,y € R,
x # 0p. Misalkan xy = Og. Karena x0p = Oy, diperoleh xy = 0p = x0g. Karena hukum
kanselasi kiri berlaku, berakibat y = 0. Misalkan yx = Oy dan diandaikan y # Og. Karena
y0g = Og, diperoleh yx = y0p. Karena hukum kanselasi kiri berlaku, berakibat x # 0p.
Terjadi kontradiksi dengan yang diketahui bahwa x # 0g. Jadi pengandaian salah, yang benar
y = 0. Dengan demikian terbukti x bukan pembagi nol di R. Karena pengambilan x sebarang
di R\{Og}, terbukti bahwa R tidak memuat pembagi nol. Bukti analog jika hanya diketahui
berlaku hukum kanselasi kanan m.

Definisi 1.3 Jika (R, +,") adalah gelanggang dan I merupakan ideal dalam R maka I disebut
ideal maksimal dalam R jika dan hanya jika I # R dan ideal sejati R yang memuat [ hanyalah
I sendiri di R.

Teorema 1.3 Diberikan gelanggang komutatif R dengan elemen satuan 1, dan ideal M di R.
Ideal M merupakan ideal maksimal jika dan hanya jika R /M merupakan lapangan.

Bukti: Diketahui M adalah ideal maksimal. Karena R adalah gelanggang komutatif dengan
elemen satuan, berakibat R/M juga merupakan gelanggang komutatif dengan elemen satuan.
Diambil sebaranga + M € R/M dengana + M # Oy + M, yang berarti a € M. Dibentuk ideal
(M U{a}), yaitu ideal yang dibangun oleh MU{a}karena a ¢ M, diperoleh M c (MU{a}).
Mengingat M adalah ideal maksimal di R, berakibat (MU{a}) = R. Oleh karena itu, terdapat
me€M dan r € R sedemikian sehingga 1z = m + ra. Akibatnya, diperoleh 1z + M =
(m+ M) £+ (ra+ M). Karena m+ M = 0z + M, diperoleh (r+ M)(a+ M) =ra+ M =
1p + M sehingga a + M mempunyai invers di R/M. Jadi , setiap elemen tak nol di R/M
mempunyai invers di R /M. Terbukti bahwa R/M merupakan lapangan.

Sebaliknya diketahui R/M adalah lapangan. Hal ini berarti M # R, sebab jika M = R maka
R/M = {0p + M} dan kontradiksi dengan fakta yang mengatakan bahwa R /M adalah lapangan.
Diambil sebarang ideal I di R sedemikian sehingga M c I € R. Karena M c I, terdapat a € [
sedemikian sehingga a € M. Selanjutnya karena a € M, diperoleh a+ M # 0z + M.
Mengingat R/M adalah lapangan, terdapat r + M € R/M sedemikian sehingga ar + M =
(a+ M)(r + M) = 15 + M. Akibatnya, diperoleh 1, — ar € M. Oleh karena itu, terdapat m €
M sedemikian sehingga 1, = m + ar. Perhatikan bahwa 1, =m+ar € M + [ € I. Hal ini
berakibat I = R. Jadi, M merupakan ideal maksimal m.
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Teorema 1.4. Misalkan R gelanggang komutatif dengan elemen satuan, jika R gelanggang
Artin maka setiap ideal prima dari R adalah maksimal.

Bukti: Misalkan P adalah ideal prima pada gelanggang R. Berdasarkan Teorema 1.1
gelanggang faktor R/P adalah daerah integral, diambil sebarang a € R/P dengan a # 0.
Didapatkan a c R sehingga (a) 2 (a?) 2 (a3) 2 --- terdapat indeks n dengan a™ € (a™*?).
Misalkan a™ = a™*! b untuk suatu b € R/P. Berdasarkan Teorema 1.2, hukum kanselasi
berlaku pada R/P. Berarti 1 = ab sehingga a mempunyai invers, oleh karena itu setiap elemen
tak nol di R/P mempunyai invers maka R/P adalah lapangan. Berdasarkan Teorema 1.3, P
adalah ideal maksimal m.

Definisi 1.4. Misalkan gelanggang (R;,+4,.;) dan (R, +,,.,) dengan suatu pemetaaan
f: Ry = R,.Pemetaan f disebut homomorfisma gelanggang jika f (x+,y) = f(x)+,f(y) dan

f(x-1y) = f(x) -, f(y) untuk setiap x,y € R;.

Ada beberapa jenis homomorfisma yang terkait dengan sifat pemetaanya, salah satunya
adalah pemetaan epimorfisma. Suatu homomorfisma f dari gelanggang R, ke gelanggang R,
disebut epimorfisma jika f merupakan pemetaan surjektif. Selanjutnya dengan menggunakan
definisi diatas dan sifat sifat dari gelanggang Artin akan dibuat sebuah Proposisi yang
menyatakan sifat epimorfisma pada gelanggang Artin.

Teorema 1.5. Misalkan R dan S merupakan gelanggang dengan epimorfisma f : R = S. Jika
R merupakan gelanggang Artin maka S juga merupakan gelanggang Artin.

Bukti: Diketahui f: R — S adalah homomorfisma gelanggang yang surjektif dan R adalah
gelanggang Artin. akan dibuktikan bahwa S juga merupakan gelanggang Artin. Ambil sebarang
rantai turun di S, misalkan J; 2 J, 2 ---. Perhatikan jika J; 2 J;;; di S maka f~1(J;) 2
f~Y(Ji+1) di R. Akibatnya, terbentuk rantai turun berikut di R: f~1(J;) 2 f71(Jiy1) 2
---.Karena R merupakan gelanggang Artin, terdapat bilangan bulat positif ¢t sedemikian
sehingga f71(J) 2 1(J) 22 (J) = f1(Jpy1) = ---. Tinggal ditunjukkan bahwa
Jt € Jt4+1. Diambil y € J;, karena f epimorfisma, terdapat x € R sedemikian sehingga f(x) =
y. Dengan kata lain, x € f~1(J,,;). Oleh karena itu, diperoleh juga f(x) = y € J;,;. Terbukti
bahwa J; = J;,4. Jadi, rantai turun di S pun stasioner m.

Teorema 1.6. Misalkan [ ideal dalam gelanggang R. Jika I dan R/I merupakan gelanggang
Artin maka R merupakan gelanggang Artin.

Bukti: Perhatikan bahwa secara alami terdapat epimorfisma : R — R/I. Diambil sebarang rantai turun
di R, misalnya J; 2 J, 2 ---. Akibatnya, terbentuk rantai turun (J;) 2 7(J,) 2 = 2 1(J;) = 7(Jt41) =
--- . Selanjutnya rantai sebarang tadi diiriskan dengan I dan terbentuk I N J; 2 1N J, 2 ---, yaitu rantai
turun di dalam ideal I. Karena I merupakan gelanggang Artin, terdapat bilangan bulat positif k
sedemikian sehingga IN J; 2IN J, 221N J, = IN Jpy; =+ Misalkan n = max{t, k},
akibatnya, m(J,,) = m(J,,4;) dan IN J, = I N J,,; untuk i = 1. Diambil sebarang x € J,,, berarti
terdapat y € J,,,; sedemikian sehingga m(x) = m(y) yang ekuvalen dengan x + I = y + I. Dengan kata
lain, x —y € [ dan x — y € J,,. Akibatnya, x —y € J, dan x € J,,. Jadi, J,;; = J, untuk semua i > 1
sehingga terbukti R merupakan gelanggang Artin m.
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4. SIMPULAN

Penelitian ini menemukan bahwa setiap ideal prima dalam gelanggang Artin adalah
maksimal, dan bahwa homomorfisma epimorfisma dari gelanggang Artin ke gelanggang lain
juga menghasilkan gelanggang Artin. Artikel ini juga menunjukkan bahwa jika suatu
gelanggang dan gelanggang faktornya adalah gelanggang Artin, maka gelanggang asalnya juga
merupakan gelanggang Artin.

Dengan demikian, artikel ini memberikan kontribusi yang signifikan dalam memahami
sifat-sifat gelanggang Artin dan memperluas aplikasi teori gelanggang dalam analisis simetri
fisik dan teori Galois.
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